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Historically, the mathematical arose with the purpose to do the calculations in trade, to measure
the Earth and to predict astronomical events. We will focus in the second of these needs,
specifically in how to represent the Earth into the plane.
Although the Earth is not exactly spherical, the best representation we can do of her is
the globe. This is a true miniaturization of the Earth but is impractical to calculate distances,
draw route or transport it from one place to another. To do all this in a practical and simple
way we use the maps, with the disadvantage that the representation of the Earth into the plane
is not as accurate as the globe.
In this work we will see different projections of the sphere into the plane used in cartography,
emphasising in those that preserve certain properties of interest.
In the preliminary we will talk about the sphere, geometric shape that we will use to model
the Earth, and we will give the properties of this. We will explain why we can represent the
Earth into the plane of different ways, why there is not an only representation and why they
all are valid. We will see the criterias to classify the different projections, which properties
preserve and when are used each of them. We will talk about the most famous map and about
the historical moment that it was built, we will see their pros and cons and the importance it
has had with the pass of years. Finally we will make a brief biography of the mathematician
who changed the way the projections were seen.
In the second chapter we will see the different projections depending of the surface where
they are projected and we will give some equations of them.
In the following chapters we will talk about the maps’ properties. We will see the most
important maps grouping them according to the property that they preserve and we will deduce
some of their equations with detail.
In the last chapter we will explain the UTM/UPS system, which is based on the current
GPS. We will talk about the ellipsoid of reference WGS84, which is the model that best adjusts






Una de les aspiracions de l’e´sser huma` des de temps immemorials e´s la de construir un mapa
pla perfecte, e´s a dir, representar correctament la superf´ıcie del nostre planeta en un pla.
Un mapa perfecte seria una projeccio´ de la Terra, que modelitzem per una esfera, en un
pla que mantingue´s les propietat me`triques de la pro`pia esfera, e´s a dir, una transformacio´
isome`trica, o, el que e´s el mateix, una aplicacio´ que conservi totes les dista`ncies. Aixo` tindria
diferents implicacions en el nostre mapa, d’entre les quals destacarem les segu¨ents [3]:
• S’haurien de mantenir les a`rees. Una regio´ de l’esfera terrestre i la seva projeccio´ al pla
haurien de tenir la mateixa a`rea, excepte el factor d’escala.
• S’haurien de mantenir les geode`siques. Una geode`sica e´s una l´ınia de longitud mı´nima que
uneix dos punts d’un superf´ıcie i que esta` continguda en ella. A l’esfera les geode`siques
so´n els cercles ma`xims, que so´n les circumfere`ncies obtingudes al tallar l’esfera amb plans
que passen pel centre. Al pla, les geode`siques so´n les rectes. En el nostre cas, les mı´nimes
dista`ncies s’han de mantenir, per tant, un cercle ma`xim s’ha de convertir en una recta.
• S’haurien de mantenir els angles, e´s a dir, la projeccio´ hauria de ser conforme. Si en
l’esfera terreste dues geode`siques es tallen formant un cert angle, en la projeccio´ les rectes
corresponents a aquestes geode`siques han de formar el mateix angle.
Una manera senzilla de demostrar que el mapa perfecte no existeix, e´s a dir, que no hi ha
isometries entre l’esfera i el pla, e´s veure que els triangles esfe`rics no es converteixen en triangles
al pla.
En un pla podem definir triangle com “regio´ del pla limitada per tres rectes que es tallen dos
a dos en tres punts no alineats”, i de forma ana`loga podem definir triangle esfe`ric com “regio´
de l’esfera delimitada per tres cercles ma`xims que es tallen en tres punts que no pertanyen al
mateix cercle ma`xim”.
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Figura 1.1: Triangle a l’esfera
Tal i com hem dit, la projeccio´ perfecta hauria de conservar les geode`siques, per tant els
arcs de cercle ma`xim que delimiten el triangle esfe`ric haurien de convertir-se en segments de
recta a la projeccio´. E´s a dir, la projeccio´ d’un triangle esfe`ric seria un triangle pla.
Per una altra banda, els angles entre geode`siques tambe´ haurien de mantenir-se, i, me´s
concretament, tambe´ hauria de mantenir-se la suma dels angles dels triangles esfe`rics.
En una esfera podem prendre triangles esfe`rics tal que cadascun dels seus tres angles medeixi
90◦, aix´ı doncs la suma dels seus angles e´s de 270◦. Si el mapa fos perfecte, la projecio´ d’aquest
triangle esfe`ric seria un triangle pla, i la suma dels seus angles seria 180◦.
Conclusio´: no existeixen isometries entre l’esfera i el pla. O, el que e´s el mateix, no existeixen
els mapes perfectes. A la seccio´ 1.2 precisarem, a partir del Teorema Egregi de Gauss, les
condicions que permeten una transformacio´ isome`trica entre dues superf´ıcies.
1.1 El model de la Terra: l’esfera
La primera aproximacio´ de la forma de la Terra ens la do´na l’esfera. Per representar punts a
l’esfera s’utilitza el sistema de coordenades esfe`riques:
x = r cos θ cosϕ
y = r cos θ sinϕ
z = r sin θ
(1.1)





la latitud, ϕ ∈ [−pi, pi] la longitud i r el radi.
Les l´ınies de latitud θ fixa s’anomenen paral·lels, mentre que les de longitud ϕ fixa s’anome-
nen meridians. La tria del paral·lel 0, l’equador, e´s geogra`fica. L’equador e´s el cercle ma`xim
perpendicular a l’eix de rotacio´, equidistant als dos pols i que divideix la Terra en dos hemisferis
iguals.
La tria del meridia` 0 e´s pol´ıtica. Avui dia el meridia` de refere`ncia e´s el de Greenwich, que
e´s el semicercle que uneix els dos pols i passa per la ciutat anglesa de Greenwich, on entre 1675
i 1948 hi havia el Royal Observatory. Cada meridia` amb el seu meridia` oposat formen un cercle
ma`xim, mentre que l’equador e´s l’u´nic paral·lel que e´s cercle ma`xim.
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1.1.1 A`rees
Una de les propietats que sovint tenim en compte en les projeccions cartogra`fiques e´s la con-
servacio´ d’a`rees. Recordem com es calculen a`rees a l’esfera.
La parametritzacio´ donada per les coordenades anteriors e´s









(ϕ, θ) −→ f (ϕ, θ) = (r cos θ cosϕ, r cos θ sinϕ, r sin θ).
Si W e´s un recinte del pla i f : W → R3 e´s una parametritzacio´ simple d’una superf´ıcie












En particular, calculem l’a`rea entre dos paral·lels, de latitud ϕ0 i ϕ1 amb ϕ1 > ϕ0, i dos
meridians, de longitud θ0 i θ1 amb θ1 > θ0, e´s a dir, l’a`rea d’un rectangle a l’esfera.
En el nostre cas tenim:{
fϕ = (−r cos θ sinϕ, r cos θ cosϕ, 0)
fθ = (−r sin θ cosϕ,−r sin θ sinϕ, r cos θ)
(1.2)
Llavors,
fϕ × fθ = (−r2 cos2 θ cosϕ,−r2 cos2 θ sinϕ,−r2 sin θ cos θ)
i, per tant,
‖fϕ × fθ‖ = r2 cos θ.






r2 cos θdθdϕ = r2(ϕ1 − ϕ0)(sin θ1 − sin θ0).
Per simplificar els ca`lculs, suposarem sovint que r = 1.
1.1.2 Dista`ncies
Una altra de les propietats que tindrem en compte en les projeccions cartogra`fiques sera` la
conservacio´ de la dista`ncia entre dos punts predeterminats.
La dista`ncia entre dos punts A i B amb longitud ϕA i ϕB i latitud θA i θB, respectivament,
ve donada per la Fo`rmula de Haversine:
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1.1.3 Angles
L’u´ltima de les propietats que tindrem en compte sera` la conservacio´ d’angles.
Donats tres punts A, B i C de l’esfera, considerem el triangle esfe`ric que formen, i diem a,
b i c als angles ∠BOC, ∠AOC i ∠AOB, respectivament, amb O el centre de l’esfera.
Figura 1.2: Triangle esfe`ric
Per trobar els angles α, β i γ podem utilitzar les fo`rmules segu¨ents.
Fo`rmula del cosinus :
cos(a) = cos(b) cos(c) + sin(b) sin(c) cos(α)
cos(b) = cos(a) cos(c) + sin(a) sin(c) cos(β)
cos(c) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b) cos(γ)









1.2 No existeix el mapa perfecte: Teorema Egregi de
Gauss
Hem vist que per a que existeixi el mapa perfecte la transformacio´ que converteix l’esfera en un
pla hauria de ser una isometria. Amb l’exemple del triangle i la no conservacio´ dels seus angles
hem vist que aquesta transformacio´ no existeix. Gauss va formular un teorema, el Teorema
Egregi, que ens diu quan existeix una isometria entre dues superf´ıcies.
Teorema Egregi de Gauss: Si una superf´ıcie corba es desenvolupa sobre qualsevol altra
superf´ıcie, la mesura de la curvatura en cada punt roman inalterada.
En un llenguatge me´s actual el teorema es podria enunciar com: si S i S ′ so´n dues superf´ıcies,
p ∈ S i f : S → S ′ e´s una isometria local llavors les curvatures de Gauss de S en p i de S ′ en
f(p) coincideixen.
Hem de comprovar que les curvatures de Gauss de l’esfera i del pla no so´n iguals i aix´ı
assegurar que no existeix isometria entre aquestes dues superf´ıcies.
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Sigui S ⊂ R3 una superf´ıcie, i sigui f : U ⊂ R2 → S ⊂ R3, f(ϕ, θ), una parametrit-
zacio´ d’aquesta. Sigui n : U ⊂ R2 → S2 ⊂ R3 el vector normal unitari associat a aquesta
parametritzacio´. Aleshores,
• n · fϕ = n · fθ = 0, doncs n e´s colineal amb fϕ × fθ.
• n · nϕ = n · nθ = 0, doncs n · n = 1, derivant tenim nϕ · n + n · nϕ = 0. Ana`logament,
nθ · n = 0.













Si anomenem A a la matriu amb coeficients aij, llavors podem definir les curvatures princi-
pals k1 i k2 de la superf´ıcie S en el punt (ϕ, θ) com els valors propis de la matriu −A. A partir
d’aquestes curvatures trobem la curvatura de Gauss fent K = k1 · k2 o, el que e´s el mateix,
K = det(A).
Propietat: La curvatura de Gauss de l’esfera de radi r e´s 1/r2.
Demostracio´: Amb la parametritzacio´ de l’esfera donada a la seccio´ 1.1.1 tenim les equa-
cions (1.1). El vector normal e´s aleshores
n =
fϕ × fθ
‖fϕ × fθ‖ = (− cos θ cosϕ,− cos θ sinϕ,− sin θ)
i per tant, {
nϕ = (cos θ sinϕ,− cos θ cosϕ, 0)
nθ = (sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ)







Els valors propis de la matriu −A so´n 1
r
, per tant, k1 = k2 =
1
r
. I d’aqu´ı veiem que la
curvatura de Gauss per a tots els punts de l’esfera e´s K = 1
r2
.
Observacio´: La curvatura de Gauss de l’esfera e´s me´s gran que 0 per a qualsevol r, en
canvi, el pla, que e´s una superf´ıcies plana, te´ curvatura de Gauss igual a 0. Per tant, podem
assegurar que no existeix isometria entre el pla i l’esfera.
Observacio´: El cilindre i el con tenen curvatura de Gauss nul·la, ja que la curvatura
principal en la direccio´ de la recta generatriu e´s 0, i per tant, hi ha isometria entre cilindre i
pla, o entre con i pla. Aixo` ens permet fer projeccions de l’esfera al cilindre i al con i passar-les
al pla.
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1.3 Classificacions de mapes
El fet que no existeixi el mapa perfecte ha fet que hagin aparegut moltes projeccions diferents
l’esfera terrestre, depenent de les propietats i l’u´s que es vulgui donar al mapa en cada cas
particular. Els diferents tipus de mapes es classifiquen principalment seguint dos criteris:
1. Figura sobre la qual es projecta.
(a) Projeccio´ azimutal: es projecta l’esfera sobre un pla tangent a ella en un punt.
(b) Projeccio´ cil´ındrica: es projecta l’esfera sobre un cilindre tangent o secant a l’esfera.
(c) Projeccio´ co`nica: es projecta l’esfera sobre un con tangent o secant a l’esfera.
2. Propietat que conserva.
(a) Mapes conformes: conserven angles.
(b) Mapes equidistants: conserven la dista`ncia entre dos punts.
(c) Mapes equivalents: conserven a`rees.
1.4 El mapa me´s famo´s
A meitat del segle XVI els navegants van comenc¸ar a entendre la difere`ncia entre seguir una
trajecto`ria de rumb constant, anomenada loxodromia, i mantenir fix el timo´ del vaixell, seguint
la trajecto`ria d’un cercle ma`xim. Un cop donat aquest pas encara quedava un aspecte important
per resoldre: representar de forma adequada la Terra esfe`rica sobre un mapa pla. Al cap i a la
fi, el navegant dibuixava sobre el mapa la ruta que me´s li convenia i despre`s intentava seguir-la
mitjanc¸ant els instruments adequats. El problema no era nou doncs els antic grecs ja es van
preocupar per aixo`.
Un d’ells va ser Claudi Ptolomeu, astro`nom i matema`tic que va viure a Alexandria al segle
II d.C. Va ser el primer a utilitzar una xarxa de paral·lels de latitud i meridians de longitud
com a sistema de coordenades per a situar punts sobre la superf´ıcie terrestre. Els seus mapes
tenien l’escala a la que estaven dibuixats, aix´ı com signes convencionals explicats en llegendes, i
estaven orientats de forma que el nord quede´s a dalt i l’est a la dreta. Totes aquestes pra`ctiques
que so´n tan habituals a l’actualitat van ser introdu¨ıdes per Ptolomeu.
Ptolomeu va realitzar grans avenc¸os, encara que tambe´ va cometre alguns errors. Un d’a-
quests errors va tindre una importa`ncia decisiva a la histo`ria de la humanitat. Ptolomeu va
subestimar la granda`ria de la Terra, el que el va portar a creure que el mo´n conegut llavors
(Europa i part d’A`frica i d’A`sia) ocupava la meitat de l’esfera terrestre en quant a longitud,
quan realment no arriba a un terc¸. Aquest error va fer creure a navegants posteriors, com
Cristo`for Colom, que un viatge d’Europa a l’´India per l’oest seria igual de llarg que per l’est.
Sense aquest error potser Ame`rica hague´s estat descoberta molts anys despre´s.
La situacio´ va comenc¸ar a canviar durant els segles XV i XVI. L’exploracio´ geogra`fica, amb
el descobriment d’Ame`rica, va ampliar les fronteres de la Terra i va deixar obsolets els mapes
medievals. Va tornar l’intere´s per la cartografia, amb la idea d’ampliar i millorar els mapes.
Els mapes d’aquella e`poca es basaven en una quadr´ıcula de l´ınies paral·leles, una per a la
latitud i una altra per a la longitud. Per a la navegacio´ el problema era que el tamany d’un
grau de longitud variava amb el paral·lel de latitud amb el qual es mesurava, la qual cosa
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distorsionava les formes i confonia als navegants, que basaven els seu rumb en una l´ınia recta
dibuixada entre dos punts del mapa.
Figura 1.3: El mo´n segons Ptolomeu
La solucio´ a aquest problema la va donar el carto`graf flamenc Gerhard Kremer (1512-1594),
me´s conegut pel seu nom llat´ı Gerardus Mercator, qui va trencar amb la tradicio´ de Ptolomeu
i va canviar per sempre la cartografia mundial.
Al 1554 va fer un famo´s mapa d’Europa, en el qual es va atrevir a corregir Ptolomeu,
reduint la longitud del Mediterrani a 53◦, enlloc de la tradicional estimacio´ de Ptolomeu de 62◦
(avui sabem que esta´ a prop de 40◦). Al 1569 va publicar un mapa del mo´n titulat Nova et
Aucta Orbis Terrae Descriptio ad Usum Navigantium Enmendata, o el que e´s el mateix, Nova
i Ampliada Descripcio´ Corregida de la Terra per a U´s de Navegants. Aqu´ı va ser on Mercator
va introduir la projeccio´ que encara avui porta el seu nom.
Mercator va idear el segu¨ent me`tode. Es va imaginar la Terra continguda en un cilindre
infinitament llarg i amb radi igual que el radi terrestre, de manera que u´nicament l’equador
toque´s el cilindre. Llavors va trac¸ar rectes des del centre de la Terra fins a tots els punts de la
superf´ıcies terrestre. Aquestes rectes, a l’allargar-se, tallarien tambe´ la superf´ıcie del cil´ındre, i
d’aquesta manera tindria una corresponde`ncia entre els punts de les dues superf´ıcies. Un cop
fet aixo` es podria desplegar el cilindre generant un mapa pla de la superf´ıcie terrestre.
Es diu que la projeccio´ de Mercator e´s cil´ındrica. A me´s, els meridians no convergeixen
als pols i formen, juntament amb els paral·lels, una xarxa de l´ınes rectes perpendiculars. Al
conservar els angles es diu que e´s conforme. Pero` de totes les seves propietats, segurament
la me´s u´til en aquells temps e´s que les l´ınes loxodro`miques es converteixen en l´ınies rectes.
Aquesta qualitat va tindre un valor incalculable per als navegats, que per trobar una ruta entre
un lloc i un altre nome´s havien de trac¸ar una l´ınia recta al mapa. Aquesta e´s una propietat
ba`sica per a la navegacio´, ja que el rumb a la carta e´s realment el rumb que s’ha de llegir al
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compa`s del vaixell.
Figura 1.4: Difere`ncia entre una loxodro`mica, l´ınia vermella, i un cercle ma`xim, l´ınia blanca, a
la projeccio´ de Mercator
L’inici de la navegacio´ transocea`nica va fer realment necessari un mapa amb aquestes ca-
racter´ıstiques. La projeccio´ de Mercator va crear mapes me´s exactes i u´tils per a la navegacio´
que cap altre fins llavors. Aquesta projeccio´ es va comenc¸ar a utilitzar durant el segle XVI i ha
arribat fins als nostre dies.
Figura 1.5: Mapa del mo´n de Mercator de 1569
Com qualsevol projeccio´ cartogra`fica, la de Mercator te´ les seves imperfeccions. E´s conforme,
pero` a costa d’exagerar la granda`ria de les zones me´s allunyades de l’equador. Un exemple clar
e´s el que anomenem “el problema de Groenla`ndia”. Groenla`ndia te´ una superf´ıcie 14 vegades
me´s petita que A`frica, en canvi, al mapa, es veuen quasi igual de grans. Aquests defectes
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s’han traslladat durant molts anys a atlas i llibres de geografia, de manera que hem crescut
acostumats a una visio´ de la realitat que no e´s gaire ajustada.
Malgrat aquestes distorsions, la projeccio´ de Mercator encara s’utilitza, per exemple, per a
zones no molt allunyades de l’equador. Tambe´ e´s especialment indicada per a mapes interactius
en els que l’usuari pot ampliar una regio´ determinada. Google Maps, sense anar me´s lluny,
utilitza la projeccio´ de Mercator.
Figura 1.6: Google Maps
Veurem me´s detalladament les caracter´ıstiques de la projeccio´ de Mercator quan parlem de
mapes conformes i en dedu¨ım l’equacio´.
1.5 El matema`tic que va canviar la cartografia: Lambert
Johann Heinrich Lambert (Mulhouse, Alsa`cia, 26 d’agost, 1728 - Berlin, 25 de setembre 1777)
fou un matema`tic, f´ısic, astro`nom i filo`sof alemany. Durant les dues u´ltimes de`cades de la
seva vida, es va situar entre les me´s grans figures matema`tiques d’Europa formant part de
l’Acade`mia de les Cie`ncies de Berlin.
Al 1761, va publicar la primera prova que el nombre pi e´s irracional utilitzant el desen-
volupament en fraccio´ cont´ınua de tanx, amb la qual cosa va tancar la possibilitat de poder
determinar una expressio´ “exacta”(fraccio´ nume`rica o quocient de dos enters) per a aquest
nombre.
El seu treball en la geometria va ajudar a preparar el terreny per als grans avenc¸os en la
geometria no euclidiana del segle XIX. Tambe´ va fer aportacions al desenvolupament de la
geometria hiperbo`lica, sent el primer a introduir les funcions hiperbo`liques en trigonometria.
Gairebe´ sense ajuda de ningu´ va empe`nyer a la cartografia a una nova era amb un trac-
tat al 1772, “Anmerkungen und Zusa¨tze zur Entwerfung der Land- und Himmelscharten”[1]
(Comentaris i indicacions per al disseny de mapes del cel i de la Terra), que va canviar la
manera en que les projeccions eren vistes. En aquest tractat afrontava les projecions des d’una
perspectiva diferent de fins aleshores: primer pensava quina propietat volia preservar i despre´s
la tradu¨ıa en equacions per a la projeccio´. Aquest document presentava set noves projecci-
ons cartogra`fiques, de les quals la seva projeccio´ co`nica conforme i la transversal de Mercator
segueixen sent importants avui en dia.




Encara que el nombre de projeccions cartogra`fiques possibles e´s pra`cticament infinit, habitual-
ment es treballa aproximadament amb un centenar d’elles [2].
Com ja hem dit als preliminars, tradicionalment han estat classificades amb diferents criteris,
un d’ells e´s la superf´ıcies a la que es projecta. Seguint aquest criteri, les tres famı´les principals
so´n: projeccions azimutals, projeccions cil´ındriques i projeccions co`niques.
Figura 2.1: Tipus de projeccions depenent de la superf´ıcie on es projecta
A me´s, dins de cada famı´lia, segons l’aspecte del mapa, i derivat de la inclinacio´ que mante´
el globus respecte al cilindre, al con o al pla, la projeccio´ resultant pot ser equatorial, polar
o obliqua. Pero` en qualsevol cas, el simple canvi de la posicio´ del globus no altera mai les
propietats de cadascuna de les projeccions.
Veiem els exemples me´s utilitzats de cadascuna d’aquestes famı´lies.
2.1 Projeccions azimutals
La projeccio´ azimutal e´s aquella que s’aconsegueix projectant una porcio´ de la terra sobre un
pla tangent a l’esfera en un punt seleccionat.
Hi ha diferents tipus d’azimutals, depenent del punt des d’on es projecti. Les me´s habituals
so´n:
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• Projeccio´ escenogra`fica: des d’un punt exterior a l’esfera a una dista`ncia finita.
• Projeccio´ gnomo`nica: des del centre de la terra.
• Projeccio´ estereogra`fica: des del punt ant´ıpoda al punt de l’esfera tangent al pla.
• Projeccio´ ortogra`fica: des d’un punt situat a l’infinit.
Figura 2.2: Tipus de projeccions azimutals depenent del punt des d’on es projecta
Tambe´ hi ha una segona classificacio´ depenent del punt de tange`ncia entre l’esfera i el pla.
• Polar: si el pla e´s tangent a l’esfera en un dels pols.
• Equatorial: si el pla e´s tangent a l’equador.
• Obliqua: si el pla e´s tangent a qualsevol altre punt.
L’equacio´ general de les projeccions azimutals e´s la segu¨ent: sigui D la dista`ncia del punt
de projeccio´ al centre de l’esfera i siguin ϕ0 i θ0 la longitud i latitud, respectivament, del punt
de tange`ncia entre el pla i l’esfera, llavors les coordenades cartesianes x , y en el pla per al lloc
amb longitud ϕ i latitud θ so´n:
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
x =
(D + 1) cos(θ) sin(ϕ− ϕ0)
D + sin(θ0) sin(θ) + cos(θ0) cos(θ) cos(ϕ− ϕ0)
y =
(D + 1) (cos(θ0) sin(θ)− sin(θ0) cos(θ) cos(ϕ− ϕ0))
D + sin(θ0) sin(θ) + cos(θ0) cos(θ) cos(ϕ− ϕ0)
(2.1)
Aquestes equacions depenen tant del punt de projeccio´ com del punt de tange`ncia.
Per exemple, fixant el punt de tange`ncia tindrem:




(D + 1) cos(θ) sin(ϕ)
D + sin(θ)
y =
(D + 1) cos(θ) cos(ϕ)
D + sin(θ)
(2.2)
• Equatorial (ϕ0 = 0 i θ0 = 0): 
x =
(D + 1) cos(θ) sin(ϕ)
D + cos(θ) cos(ϕ)
y =
(D + 1) sin(θ)
D + cos(θ) cos(ϕ)
(2.3)
• Obliqua (ϕ0 i θ0 qualsevol) estem en el cas de l’equacio´ (2.1).
Depent del punt des d’on es projecti fixarem el valor de la D de les equacions (2.1), (2.2) i
(2.3), obtenint aix´ı les diferents equacions de les projeccions azimutals. En cada cas tindrem:
• Projeccio´ escenogra`fica: D > 1.
• Projeccio´ gnomo`nica: D = 0.
• Projeccio´ estereogra`fica: D = 1.
• Projeccio´ ortogra`fica: D =∞.
A me´s d’aquestes projeccio´ns azimutals hi ha una altra projeccio´, l’azimutal equidistant,
que es construiex matema`ticament de forma que totes les dita`ncies respecte el seu centre de
projeccio´ tinguin la mateixa escala constant. En parlarem me´s extensament al cap´ıtol de les
projeccions equidistants.
La me´s destacable d’aquestes projeccions e´s la projeccio´ estereogra`fica, ja que e´s conforme.
Farem especial mencio´ al cas de la projeccio´ estereogra`fica polar, de la qual en parlarem me´s
endavant, a l’apartat 4.2, on farem els ca`culs per deduir les equacions.
Els altres tres tipus de projeccions azimutals, l’escenogra`fica, la gnomo`nica i l’ortogra`fica, no
conserven cap de les propietats matema`tiques esmentades als preliminars (no so´n conformes,
ni equivalents, ni equidistants). La gnomo`nica, pero`, e´s l’u´nica que mostra com a segments
rectilinis els arcs de cercle ma`xim; per aixo` s’utilitza amb fins de navegacio´, ja que els avions i
els vaixells segueixen rutes amb dista`ncia mı´nima. Rep aquesta denominacio´ de quan s’usava
en la confeccio´ de rellotges de sol (gno`mon).
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2.2 Projeccions i pseudoprojeccions cil´ındriques
La famı´lia de les projeccions i pseudoprojeccions cil´ındriques s’obte´ projectant la superf´ıcie
terreste sobre un cil´ındre tangent o secant a l’esfera.
Figura 2.3: Projeccio´ cil´ındrica
La posicio´ del globus pot ser equatorial, transversal o obliqua, segons que el cercle de
tange`ncia (anomenat en aquest context “l´ınia de refere`ncia”, de contacte o esta`ndard) coinci-
deixi respectivament amb l’equador, amb un meridia` i el seu antimeridia`, o be´ amb un altre
cercle ma`xim.
Destacarem algunes d’aquestes projeccions. De totes elles en parlarem me´s endavant quan
parlem de les seves propietats.
• Projeccio´ equidistant Plate Carree´.
• Projeccio´ conforme de Mercator.
• Projeccio´ equivalent de Lambert.
• Projeccio´ equivalent de Gall-Peters.
• Projeccio´ equivalent de Sanson-Flamsteed.
• Projeccio´ equivalent de Mollweide.
2.3 Projeccions co`niques
Les superf´ıcies de projeccio´ co`niques poden interpretar-se matema`ticament com a interme`dies
entre les cil´ındriques i les planes. L’eix del globus sol fer-se coincidir, en aquest cas, amb l’eix
natural del con, ja que les altres posicions generen reticulats molt asime`trics i complexos.
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Figura 2.4: Projeccio´ co`nica
Les projeccions co`niques es construeixen a partir de la projeccio´ co`nica simple que s’obte´
projectant els elements de la superf´ıcie esfe`rica terrestre sobre una superf´ıcie co`nica tangent o
secant, prenent el ve`rtex en l’eix que uneix els dos pols.
Figura 2.5: Projeccio´ co`nica
La projeccio´ co`nica simple pot tenir un o dos paral·lels de refere`ncia, segons la superf´ıcie
co`nica sigui tangent o secant a l’esfera.
• Amb un paral·lel de refere`ncia: la malla de meridians i paral·lels es dibuixa projectant
sobre el con suposant un focus de llum que es troba en el centre del globus. El resultat
e´s un mapa semicircular en que` els meridians so´n l´ınies rectes disposades radialment i els
paral·lels arcs de cercles conce`ntrics. L’escala augmenta a mesura que ens allunyem del
paral·lel de contacte entre el con i l’esfera.
• Amb dos paral·lels de refere`ncia: el con secant talla el globus en dos paral·lels, a mesura
que ens allunyem d’ells l’escala augmenta pero` en la regio´ compresa entre els dos paral·lels
l’escala disminueix.
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Figura 2.6: Projeccio´ co`nica amb un paral·lel tangent o dos paral·lels secants
Algunes d’aquestes projeccions me´s importants so´n:
• Projeccio´ conforme de Lambert.
• Projeccio´ equivalent d’Albers.
En parlarem me´s extensament en els cap´ıtols segu¨ents.
Cap´ıtol 3
PROJECCIONS EQUIVALENTS
Una projeccio´ e´s equivalent si mante´ les proporcions entre les a`rees representades. Aixo` implica
deformar forc¸a les formes i els angles.
Veiem algunes de les projeccio´ns equivalent me´s destacables.
3.1 Projeccio´ cil´ındrica de Mollweide
L’equador es representa com una l´ınea recta horitzonal perpendicular al meridia` central, que
tambe´ e´s una l´ınea recta i de meitat de longitud que l’equador. Aixo` fa que el mapa sigui una
el·lipse amb semieixos de proporcio´ 1 a 2. Els altres paral·lels tambe´ so´n l´ınes rectes que es
van comprimint a mesura que s’apropen als pols, mentre que els altres meridians so´n corbes
que estan igualment espaiades a l’equador. Els meridians a 90◦ est i 90◦ oest formen un cercle
perfecte, dins del qual esta` representat un hemisferi. Fora d’aquest cercle esta` representat l’altre
hemisferi, la meitat a cada banda del cercle.
Figura 3.1: Projeccio´ de Mollweide
Suposant un meridia` central de longitud ϕ0, aquestes so´n les equacions per a obtenir les
coordenades cartesianes x, y en el pla per al lloc amb longitud ϕ i latitud θ [4]:
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on ψ = ψ(θ) e´s un angle triat de manera adquada per a produir la preservacio´ d’a`rees.
Anem a veure tot seguit quin valor ha de tenir ψ per a que l’alc¸ada h(θ) = sinψ a la que
representem el paral·lel θ produeixi un mapa equivalent.
Per un canto´, l’esfera de radi 1 te´ a`rea 4pi, i per tant aquesta ha de ser l’a`rea de l’el·lipse.
Tambe´ sabem que cada hemisferi te´ a`rea 2pi, i per tant el cercle central de l’el·lipse ha de tenir
radi
√
2. Aixo` vol dir que el semieix vertical de l’el·lipse e´s √2. Com la proporcio´ entre els
semieixos e´s 1 a 2, llavors el semieix horitzontal sera` 2
√
2.
Situem els paral·lels de manera que es preservin les a`rees. La superf´ıcie de la regio´ entre
les latituds 0 i θ e´s 2pi sin θ, pi sin θ a un hemisferi i pi sin θ a l’altre. Per tant, cal col·locar el
paral·lel a una alc¸ada de h(θ) tal que la part del cercle C(0,√2) situat entre les alc¸ades 0 i h(θ)
sigui pi sin θ.
Sigui ψ l’angle entre l’eix d’abscisses i la recta que passa pel centre del cercle i un punt a
alc¸ada h(θ), com veiem al dibuix.
Figura 3.2: A`rea sector circular
A cada meitat tenim un sector circular i un triangle rectangle, per tant,













= 2ψ + 2 sinψ cosψ = 2ψ + sin(2ψ) (3.2)
L’equacio´ (3.2) pot ser resolta mitjanc¸ant l’algoritme de Newton-Raphson amb un ra`pida
converge`ncia (pero` lenta a prop del pols):ψ0 = θψn+1 = ψn − 2ψn + sin(2ψn)− pi sin(θ)
2 + 2 cos(2ψn)
(3.3)
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Si θ = ±pi
2
llavors tambe´ ψ = ±pi
2
. En aquest cas podem ignorar l’equacio´; d’altra manera
podria resultar una divisio´ per zero.
Aquesta projeccio´ ha estat extraordina`riament utilitzada en e`poca recent (en part, a causa
de les recomanacions de les societats cartogra`fiques, que desaconsellen els mapes cil´ındrics, com
veurem a la seccio´ 3.5.1) per a tot tipus de planisferis generals i, encara me´s, en el context de
grans atles, per a petits mapes tema`tics de s´ıntesi mundial destinats a mostrar cobertures del
so`l, densitats de poblacio´, climes, dominis lingu¨´ıstics, recursos naturals i altres problema`tiques
que requereixen representar els territoris amb les seves extensions proporcionals.
3.2 Projeccio´ cil´ındrica de Sanson-Flamsteed
A la projeccio´ de cil´ındrica de Sanson-Flamsteed, tambe´ anomenada projeccio´ sinuso¨ıdal, els
paral·lels apareixen representats com a rectes amb la longitud que tenen realment sobre l’esfera,
2pi cos θ, i separats per uns dista`ncia constant. El meridia` central tambe´ apareix representat






amb −1 ≤ k ≤ 1. L’escala e´s constant al llarg dels paral·lels i tambe´ del meridia`
central.
Figura 3.3: Projeccio´ cil´ındrica de Sanson-Flamsteed
Les equacions so´n: {
x = (ϕ− ϕ0) cos(θ)
y = θ
(3.4)
3.3 Projeccio´ co`nica d’Albers
La projeccio´ co`nica d’Albers utilitza dos paral·lels de refere`ncia. Encara que l’escala i la forma
no es conserven, la distorsio´ e´s mı´nima entre els dos paral·lels esta`ndards.
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Figura 3.4: Projeccio´ d’Albers amb paral·lels de refere`ncia 20◦N i 50◦N
A difere`ncia de les altres projeccions co`niques en aquest cas el pol esta` representat per un
cercle i no per un punt. Els meridians so´n l´ınies rectes equiespaiades mentre que els paral·lels
so´n semicercles que es van apropant a mesura que s’apropen als pols.
Aquesta projeccio´ e´s molt utilitzada per a pa¨ısos que s’extenen de forma longitudinal com,
per exemple, Estats Units. En aquest cas s’utilitza els paral·lels 29◦30′ i 45◦30′ com a paral·lels
esta`ndards.
3.4 Projeccio´ cil´ındrica de Lambert
Aquesta projeccio´ es construeix projectant sobre el pla cada punt de l’esfera horitzontalment
sobre el cilindre tangent a l’esfera, com raigs de llum paral·lels a l’Equador sortint de l’eix de
l’esfera.
Figura 3.5: Projeccio´ cil´ındrica de Lambert
L’escala e´s constant al llarg de l’Equador pero` la distorsio´ creix cap a les zones polars.
En aquesta projeccio´ tots els meridians i paral·lels apareixen representats per rectes. Els
meridians apareixen separats amb una dista`ncia constant, els paral·lels apareixen separats per
dista`ncies decreixents allunyant-se de l’Equador.
Suposant un meridia` central de longitud ϕ0, aquestes so´n les equacions generals per a obtenir
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les coordenades cartesianes x , y en el pla per al lloc amb longitud ϕ i latitud θ:{
x = ϕ− ϕ0
y = sin θ
(3.5)
3.5 Projeccio´ cil´ındrica de Gall-Peters
Aquesta projeccio´ es construeix projectant en primer lloc sobre el pla cada punt de l’esfera
horitzontalment sobre el cilindre secant a l’esfera en els paral·lels 45◦N i 45◦S i seguidament
estirant el cilindre el doble en la direccio´ vertical.
Figura 3.6: Projeccio´ cil´ındrica de Gall-Peters
Les equacions d’aquesta projeccio´ so´n:{
x = ϕ− ϕ0
y = 2 sin θ
(3.6)
Aquest mapa e´s utilitzat per la UNESCO, l’OTAN i moltes ONGs. L’equador e´s al centre
del mapa i l’a`rea de cada territori es veu me´s proporcionada respecte als altres territoris, me´s
real, encara que no conservi la forma.
3.5.1 La pole`mica de la projeccio´ de Gall-Peters
La projeccio´ me´s popular i habitual per representar el nostre planeta ha estat durant molts anys
la projeccio´ de Mercator, pero` compta amb detractors que l’acusen de representar correctament
l’anomenat primer mo´n, mentre que la resta queda molt redu¨ıt. Quantificarem aquesta distorsio´
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al cap´ıtol 4. Al 1967 Arno Peter va proposar una altra projeccio´ que, segons ell, ajustava me´s
fidelment les a`rees dels continents. Realment aquesta projeccio´ ja havia estat presentada molts
anys abans, al 1885 per James Gall, pero` els carto`grafs l’havien desestimat perque` no te´ cap
propietat especialment u´til.
Figura 3.7: Comparacio´ entre la projeccio´ de Mercator i la de Gall-Peters
Peters va comenc¸ar una creuada en contra del mapa de Mercator. Segons Peters, el mapa
de Mercador e´s una expressio´ de l’e`poca d’europeitzacio´ del mo´n, de l’e`poca en la que l’home
blanc dominava el planeta, de l’explotacio´ colonial del mo´n per la rac¸a blanca. Amb aquest
discurs es va guanyar el recolzament de les ONGs i la ONU, que van adoptar la seva projeccio´
per als seus mapes. Aquest e`xit va ser me´s per qu¨estions pol´ıtiques i socials que per me`rits
cartogra`fics, ja que, a difere`ncia del mapa de Mercator, que era u´til per a la navegacio´, el mapa
de Gall-Peters nome´s servia per a comparar directament l’a`rea de pa¨ısos desenvolupats amb els
pa¨ısos en vies de desenvolupament.
Amb tota aquesta pole`mica la comunitat cartogra`fica va voler intervenir per tal que no es
considere´s la projeccio´ de Gall-Peters com la solucio´ al problema de trobar una representacio´
fidel del mo´n. Al 1990, despre´s d’un debat intern, set organitzacions geogra`fiques d’Ame`rica
del Nord van fer un comunicat que aconsellava abandonar qualsevol representacio´ cil´ındrica. El
comunicat deia:
EN TANT QUE, la terra e´s rodona amb un sistema de coordenades compost per cercles
i,
EN TANT QUE, els mapes plans del mo´n so´n me´s u´tils que els globus terra`quis, pero`
aplanar la superf´ıcie de l’esfera necessa`riament provoca grans canvis en l’aparie`ncia dels
trets de la Terra i els seus sistemes de coordenades, i
EN TANT QUE, els mapes del mo´n tenen un podero´s i durader efecte en la impressio´
popular de les formes i els tamanys de les terres i els mars, la seva disposicio´ i la naturalesa
del sistema de coordenades, i
EN TANT QUE, veure frequ¨entment un mapa distorsionat tendeix a fer-lo “semblar per-
fecte”,
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PER TANT, exhortem als editors de llibres i mapes, als mitjans de comunicacio´ i les
age`ncies governamentals a que deixin d’utilitzar mapes del mo´n rectangulars per a propo`sits
generals i exhibicions art´ıstiques. Aquest mapes promouen concepcions se`riament erro`nies
mitjanc¸ant la distorsio´ severa de grans seccions del mo´n, mostrant la Terra rodona com si
tingue´s vores rectes i cantonades afilades, representant la majoria de les dista`ncies i rutes
directes d’una manera incorrecta, i representant el sistema de coordenades circular com
una reixa quadrada. El mapa del mo´n rectangular me´s este´s e´s el de Mercator (que e´s, en
realitat, un diagrama de navegacio´ dissenyat per a cartes de navegacio´), pero` altres ma-
pes rectangulars del mo´n que han estat proposats com a reemplac¸ del mapa de Mercator
tambe´ mostren una imatge enormement distorsionada de la Terra esfe`rica.
Cert e´s que anys despre`s, les ONGs encara utilitzen la projeccio´ de Gall-Peters i que la
projeccio´ de Mercator continua sent la me´s utilitzada. Pero` tambe´ e´s cert que arran de tota
aquella pole`mica van sorgir noves projeccions per tal de fer un mapa que represente´s el mo´n de
la manera me´s fidel possible.
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Cap´ıtol 4
PROJECCIONS CONFORMES
Una projeccio´ e´s conforme si mante´ les formes (els angles) localment, i per a cada punt del
mapa l’escala e´s la mateixa en totes les direccions (aixo` no vol pas dir que l’escala sigui la
mateixa per a punts diferents).
Anal´ıticament, en termes de variable complexa z = x + iy, una transformacio´ z → f(z) e´s
conforme al punt a = x0 + iy0 si f
′(a) 6= 0 i f e´s holomorfa al punt a. En termes d’ana`lisi real
direm que (x, y)
f→ (u(x, y), v(x, y)) e´s conforme al punt a si
1. Compleix les equacions de Cauchy-Riemann:{
ux(a) = vy(a)
uy(a) = −vx(a)






La primera d’aquestes projeccions que tractarem e´s la projeccio´ de Mercator, descrita an-
teriorment.
La segona e´s la projeccio´ estereogra`fica, que s’utilitza me´s per mapes del cel que de la terra.
Ha estat utilitzada durant me´s de 2000 anys pels astro`noms. La projeccio´ estereogra`fica te´ la
propietat que tots els cercles de l’esfera e´s representen com a cercles o l´ınies rectes al pla, i per
tant e´s fa`cil de representar les observacions astrono`miques. En ana`lisi complexa e´s utilitzada
per representar el pla projectiu. Tambe´ s’utilitza en cristal·lografia, perque` els angles entre
a`toms i mol·le`cules als cristalls so´n importants.
Fins a finals del segle XVIII la projeccio´ de Mercator i l’estereogra`fica van ser tractades
com projeccions totalment diferents. Com ja hem dit al cap´ıtol 1, Johann Heinrich Lambert, al
1772, va canviar la manera en que les projeccions eren vistes. Va considerar una nova superf´ıcie
de projeccio´, el con, i va construir la projeccio´ co`nica conforme. Tambe´ va observar que la
projeccio´ de Mercator i l’estereogra`fica so´n casos l´ımit d’aquesta projeccio´ co`nica. La idea e´s
que el cilindre i el pla so´n casos l´ımit del con.
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Figura 4.1: El cilindre i el pla com a cas l´ımit del con
4.1 Projeccio´ de Mercator
La idea de Mercator era fer una carta na`utica amb les segu¨ents propietats:
1. La direccio´ nord-sud e´s la direccio´ vertical.
2. La direccio´ est-oest e´s la direccio´ horitzontal conservant la longitud de l’equador.
3. Les loxodro`mies so´n representades per l´ınies rectes.
Figura 4.2: Projeccio´ de Mercator
Tot seguit deduirem l’equacio´ del mapa de Mercator seguint [5]. Per simplificar suposarem
que l’esfera te´ radi 1.
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Les primers dues condicions impliquen que la imatge de l’esfera es troba en una franja
d’amplada 2pi. Per altra banda, els meridians so´n representants per l´ınes verticals i els paral·lels
per l´ınies horitzontals. Per tant, nome´s cal determinar l’espai entre paral·lels.
Parametritzem l’esfera unitat amb les coordenades esfe`riques (1.1). Al pla introdu¨ım un
sistema de coordenades rectangulars amb u = u(ϕ, θ), direccio´ horitzontal i v = v(ϕ, θ), direccio´
vertical.
Ara considerem una l´ınia de rumb constant α a l’esfera. Per la propietat 2 tenim que u = ϕ.
Considerem un petit rectangle a l’esfera en (ϕ, θ) amb increments ∆ϕ i ∆θ determinats per α,
com mostra la figura.
Figura 4.3: Rectangle a l’esfera
El paral·lel de latitud θ te´ radi cos θ i el costat al llarg del paral·lel te´ una longitud apro-





La imatge d’aquest camı´ en el mapa e´s una l´ınia recta amb angle α des de l’eix v. Per







Igualant les dues expressions per la cotα obtenim
∆θ
cos θ
= ∆θ sec θ ≈ ∆v (4.3)
















1− sin2 θdθ =
∫
cos θ






1− sin θ +
cos θ












∣∣∣∣(1 + sin θ)2)1− sin2 θ
∣∣∣∣+ C = ln ∣∣∣∣1 + sin θcos θ
∣∣∣∣+ C
= ln(sec θ + tan θ) + C. (4.5)
Tenim doncs v(θ) = ln(sec θ + tan θ) + C. La condicio´ inicial v(0) = 0 mostra que C = 0 i
per tant
v(θ) = ln (sec θ + tan θ) = ln
(



































Finalment doncs les equacions del mapa de Mercator so´n{
u(ϕ, θ) = ϕ











Aquestes equacions avui en dia, que coneixem els logaritmes i el ca`lcul infinitesimal, ens
semblen fa`cils de trobar pero` a l’e`poca de Mercator, uns cinquanta anys abans del desenvolu-
pament formal dels logaritmes i uns cent anys abans que s’invente´s el ca`lcul infinitesimal, no ho
eren gens. Mercator no va explicar com augmenta progressivament la dista`ncia entre paral·lels.
Va ser Edward Wright qui al seu llibre Certaine Errors in Navigation (1599), va explicar, per
primera vegada, les bases matema`tiques de la projeccio´ de Mercator, i va establir una taula de
“parts meridionals”, que s’obtenen mitjanc¸ant increments de latitud d’1’ i aproximacions amb
sumes de Riemann per a les latituds per sota de 75◦.
Al 1614 John Napier va publicar el seu treball sobre els logritmes. Aquest contenia una taula
de logaritmes del sinus, molt necessa`ria per als astro`noms. Al 1620 Edmund Gunter va publicar
una taula del logaritme de la tangent. Durant els segu¨ents vint anys es van publicar nombroses
taules de logaritmes de funcions trigonome`triques, pero` va ser Henry Bond qui al 1640 va
comparar la taula de “parts meridionals”de Wright amb la taula del logaritme de la tangent i
va descobrir una estreta concordanc¸a. Aquest accident fortu¨ıt el va portar a conjecturar que∫










Va publicar aquesta conjectura al 1645 en el Epitome of Navigatio de Norwood i es va
convertir en un dels problemes oberts de mitjans del segle XVII. El van intentar resoldre
matema`tics com Collins, N. Mercator, Wilson, Oughtred i John Wallis. Va ser Isaac Barrow
qui, al 1670, va donar la primera prova del resultat, la integral de la secant tal i com hem fet
anteriorment. E´s especialment digne de mencio´ el fet que e´s el primer cas en que s’utilitza el
me`tode de descomposicio´ en fraccions simples [6].
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4.2 Projeccio´ estereogra`fica
La projeccio´ estereogra`fica projecta l’esfera des d’un dels seus pols en un pla paral·lel a l’equa-
dor. La manera me´s comu´ e´s que el pla contingui l’equador o que el pla sigui tangent a l’esfera
al pol oposat al pol des d’on es projecta. En aquesta projeccio´ els cercles a l’esfera passen a ser
cercles al pla, a excepccio´ dels cercles que passen pel pol que passen a ser rectes. E´s utilitzada
frequ¨entment en la confeccio´ de les cartes aerona`utiques, cartes na`utiques, mapes militars i
mapes del temps.
Deduirem les equacions de la projeccio´ estereogra`fica en el cas que el punt de projeccio´ e´s
el pol sud i el pla on projectem e´s tangent al pol nord [5].
Si P e´s un punt de l’esfera, la seva projeccio´ Q e´s la interseccio´ entre la l´ınia que passa pel
pol sud i P amb el pla.
Figura 4.4: Projeccio´ estereogra`fica d’un punt amb θ ∈ (0, pi
2
)
Per obtenir les coordenades de Q nome´s necessitem calcular la seva dista`ncia ρ = NQ des











sin θ + 1
=
1
tan θ + sec θ
(4.8)
Volem escriure la projeccio´ en coordenades cartesianes, on u e´s l’eix horitzontal i v e´s l’eix
vertical. L’eix v negatiu ha de representar el meridia` nul. Mesurem la longitud ϕ en sentit
contrari a les agulles del rellotge, de manera que l’origen correspongui al pol nord. Aix´ı doncs,
la projeccio´ estereogra`fica ve donava per
u(ϕ, θ) =
2
tan θ + sec θ
sinϕ
v(ϕ, θ) = − 2
tan θ + sec θ
cosϕ
(4.9)
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4.3 Projeccio´ co`nica de Lambert
Ara tenim el mapa de l’esfera sobre un con, deduirem les equacions seguint [5]. Suposem que
els meridians corresponen a l´ınies rectes espaiades uniformement des del ve`rtex del con i que
el paral·lel de latitud θ correspon a un arc del cercle amb radi ρ(θ) centrat a (0, ρ0). Fem el
disseny perque` el paral·lel de latitud θ0 passi per l’origen, aixo` e´s ρ(θ0) = ρ0. L’angle d’obertura
del con 2pit es determina pel para`metre t ∈ (0, 1].
Figura 4.5: Projeccio´ co`nica
Per tant, les equacions so´n de la forma{
u(ϕ, θ) = ρ(θ) sin(tϕ)
v(ϕ, θ) = ρ0 − ρ(θ) cos(tϕ).
(4.10)
Volem determinar ρ(θ) i t de manera que la projeccio´ sigui conforme.
Igual que en la construccio´ del mapa de Mercator ens fixem en un camı´ de rumb constant
α. En aquest camı´ considerem un petit rectangle en l’esfera en (ϕ, θ) amb longitud dels costats




El rectangle corresponent al mapa te´ costat de longituds tρ∆ϕ i −∆ρ, amb
∆ρ = ρ(θ + ∆θ)− ρ(θ). (4.12)
Per tant, cal
cotα ≈ − ∆ρ
tρ∆ϕ
. (4.13)
El signe menys e´s pel fet que ρ(θ) decreix a mesura que θ creix. Igualant les dues equacions
obtenim











= −tρ sec θ (4.15)
amb condicio´ inicial ρ(θ0) = ρ0. La solucio´ d’aquesta equacio´ diferencial ve donada, de manera
semblant a l’anterior, per











tan θ + sec θ




tan θ0 + sec θ0
tan θ + sec θ
)t
. (4.16)
Hi ha dos para`metres amb els que podem jugar: el paral·lel θ0 i l’angle d’obertura t.
Triem t tal que la longitud del paral·lel de latitud θ0 es conservi. Aquest paral·lel te´ una




∈ (0, 1] (4.17)
Anomenem al paral·lel de longitud θ0 paral·lel esta`ndard. La projeccio´ co`nica amb paral·lel
esta`ndard a la latitud θ0 ve donada per
ρ(θ) = ρ0
(
tan θ0 + sec θ0




amb l’u´nica restriccio´ que ρ0 ≥ cos θ0.
Una eleccio´ per ρ0 e´s tal que el con sigui tangent a la esfera en la latitud θ0. Una altra
eleccio´ per ρ0 e´s que la longitud d’un segon paral·lel de latitud θ1 es conservi.
Si el con e´s tangent a l’esfera, llavors ρ0 = cot θ0 i tenim
ρ(θ) = cot θ0
(
tan θ0 + sec θ0




uθ0(ϕ, θ) = cot θ0
(
tan θ0 + sec θ0
tan θ + sec θ
)sin θ0
sin(ϕ sin θ0)
vθ0(ϕ, θ) = cot θ0 − cot θ0
(
tan θ0 + sec θ0




4.3.1 Les projeccions de Mercator i Estereogra`fica com a cas l´ımit
de la projeccio´ de Lambert
Primer provarem que el cas l´ımit θ0 → pi2− redueix l’equacio´ (4.20) al cas de la projeccio´
estereogra`fica. Comenc¸arem per observar que
1− sin θ0 ≤ cos θ0 ≤ 1
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1−sin θ0 = 1






1 + sin θ0
tan θ + sec θ
)sin θ0
−→ 2
tan θ + sec θ
quan θ0 → pi2−, perque` sin θ0 → 1. A me´s, notem que cot θ0 → 0 quan θ0 → pi2−. Per tant
l’equacio´ (4.10) e´s el cas l´ımit de l’equacio´ (4.19) quan θ0 → pi2−.
Ara veurem que (4.19) es redueix a la projeccio´ de Mercator (4.8) si θ0 → 0. Reescrivint
(4.19) obtenim
uθ0(ϕ, θ) = ϕ(cos θ0)
1−sin θ0
(
1 + sin θ0
tan θ + sec θ
)sin θ0 sin(ϕ sin θ0)
ϕ sin θ0
−→ ϕ




= 1 amb s = ϕ sin θ0. Com el l´ımit no depen de la latitud θ,
els meridians es converteixen en rectes verticals quan θ0 → 0. Notem tambe´ que lim
s→0
cot θ0 =∞.
Aixo`, en particular, significa que els arc circulars que representen els paral·lels en la projeccio´
co`nica s’aproparan a l´ınies rectes horitzontals.
Per simplificar els ca`lculs introdu¨ım la funcio´
g(θ) := ln(tan θ + sec θ)
que apareix a la projeccio´ de Mercator (4.8). Reescrivim l’equacio´ (4.19)
vθ0(ϕ, θ) =
1− e(g(θ0)−g(θ)) sin θ0 cos(ϕ sin θ0)
tan θ0
.
El l´ımit quan θ0 → 0 es pot calcular per la regla de l’Hoˆpital, ja que el numerador i el
denominador tendeixen a zero. Observem que g′(θ) = sec θ i, per tant,
d
dθ0
(g(θ0) sin θ0) = g(θ0) cos θ0 + sin θ0 sec θ0 = g(θ0) cos θ0 + tan θ0.
Notem que ja hem utilitzat g′(θ) = sec θ per resoldre (4.8), per construir la projeccio´ de
Mercator.
Veiem primer el cas ϕ = 0. Utilitzant que lim
θ0
g(θ0) = 0 i la regla de l’Hoˆpital obtenim
lim
θ0→0
vθ0(0, θ) = lim
θ0
(g(θ0)− g(θ)) cos θ0 + tan θ0
sec2 θ0
e(g(θ0)−g(θ)) sin θ0 = g(θ)
Pel cas general notem que (4.19) es pot escriure com
vθ0(ϕ, θ) = vθ0(0, θ) cos(ϕ sin θ0) +
1− cos(ϕ sin θ0)
tan θ0
.
Aplicant la regla de l’Hoˆpital obtenim
lim
θ0→0




sin(ϕ sin θ0)ϕ cos θ0
sec2 θ0
= 0.
Finalment podem concloure que vθ0(ϕ, θ)→ g(θ) = ln(tan θ+ sec θ) quan θ0 → 0. Per tant,
u i v so´n exactamen com en la projeccio´ de Mercator (4.8).
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4.3.2 Projeccio´ amb dos paral·lels estandard
L’avantatge de tenir dos paral·lels esta`ndard e´s que podem construir un mapa conforme amb
una distorsio´ mı´nima de la superf´ıcie i la longitud sobre una a`rea moderadament gran, com e´s
fa, sovint, per als mapes dels Estats Units, Europa o Austra`lia.
Per derivar (4.18) ens hem d’assegurar que la longitud del paral·lel de latitud θ0 sigui
preservada. Pero` encara queda un para`metre lliure, ρ0. Veurem que podem triar ρ0 de manera
que hi hagi un segon paral·lel esta`ndard, e´s a dir, un paral·lel de latitud θ1 la longitud del qual
sigui preservada.







de manera que l’angle d’obertura del con de la figura (4.4) definit pels dos paral·lels e´s el mateix.
Per tant
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tan θ0 + sec θ0
tan θ1 + sec θ1
) cos θ0
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Utilitzant la relacio´ (4.21) entre cos θ0 i cos θ1 obtenim




















per tant, les fo`rmules per ρ(θ0) i ρ(θ1) so´n sime`triques en θ0 i θ1.
Podem veure θ0 i θ1 com a para`metres i considerar el cas l´ımit. En particular, si θ0 6= θ1,
llavors la regla de l’Hoˆpital mostra que ρ(θ1)→ cot θ0 quan θ1 → θ0, la qual cosa e´s consistent
amb (4.19). Tambe´ podem fer tendir θ0 i θ1 a 0 un despre´s de l’altre o simulta`neament. El





), llavors el l´ımit e´s la projeccio´ estereogra`fica des del pol sud (o des del pol nord).
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Cap´ıtol 5
PROJECCIONS EQUIDISTANTS
Una projeccio´ e´s equidistant si mante´ les dista`ncies respecte a un o me´s punts determinats del
mapa (per exemple, al centre de projeccio´, o be´ a algun paral·lel o meridia` de refere`ncia).
Aquest tipus de projeccions no so´n tan utilitzades com les que hem vist anteriorment. Veiem
les me´s destacades.
5.1 Projeccio´ azimutal equidistant
La projeccio´ azimutal equidistant es construeix matema`ticament de forma que totes les dista`ncies
respecte el seu centre de projeccio´ tinguin la mateixa escala constant. En canvi, resulten dis-
torsionades les altres dista`ncies, els angles i les superf´ıcies.
Figura 5.1: Projeccio´ azimutal i posicio´ obliqua, centrada a la Pen´ınsula Ibe`rica
Suposant que el punt de tange`ncia entre el pla i l’esfera e´s un punt amb longitud ϕ0 i latitud
θ0, aquestes so´n les equacions generals per a obtenir les coordenades cartesianes x , y en el pla
per al lloc amb longitud ϕ i latitud θ:{
x = k cos(θ) sin(ϕ− ϕ0)
y = k [cos(θ0) sin(θ)− sin(θ0) cos(θ) cos(ϕ− ϕ0)]
(5.1)
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c = arccos [sin(θ0) sin(θ) + cos(θ0) cos(θ) cos(ϕ− ϕ0)]
La projeccio´ azimutal equidistant pot arribar a estendre’s fins a cobrir tot un planisferi
complet al preu d’una enorme exageracio´ de les altres dista`ncies i superf´ıcies, cap a les vores
del mapa. Centrats en llocs diferents segons les necessitats, troba moltes i variades aplicacions
interessants pero` de cara`cter absolutament espec´ıfic (dista`ncies des d’aeroports, cobertures ter-
ritorials des d’antenes, mapes de situacio´, mapes de difusions, etc.). Resolta en dos hemisferis,
en canvi, les alteracions es redueixen i ofereix un aspecte forc¸a acceptable.
5.2 Projeccio´ cil´ındrica Plate Carree´
La projeccio´ cil´ındrica equidistant, tambe´ coneguda com projeccio´ rectangular o Plate Carre´e,
e´s molt senzilla de construir perque` e´s una traduccio´ directa de longitud i latitud com a coor-
denades cartesianes.
Figura 5.2: Projeccio´ cil´ındrica equidistant
E´s una projeccio´ no conforme i no equivalent. L’escala e´s constant al llarg de l’Equador
pero` la distorsio´ creix cap a les zones polars. En aquesta projeccio´ tots els meridians i paral·lels
apareixen representats per rectes i separats amb una dista`ncia constant.
Suposant un meridia` central de longitud ϕ0, aquestes so´n les equacions generals per a obtenir
les coordenades cartesianes x , y en el pla per al lloc amb longitud ϕ i latitud θ:{
x = ϕ− ϕ0
y = θ
(5.2)
A causa de les distorsions introdu¨ıdes per aquesta projeccio´, te´ poc u´s en la navegacio´ i
troba el seu principal u´s en la cartografia tema`tica. En particular, s’utilitza en programes com
Celestia i la NASA World Wind, a causa de la relacio´ simple entre la posicio´ d’un p´ıxel de la
imatge al mapa i la seva corresponent ubicacio´ geogra`fica a la Terra.
Cap´ıtol 6
EL SISTEMA UTM/UPS. EL GPS
Per a representar un punt de la Terra es solen utilitzar dos tipus de coordenades: les angulars i
les rectangulars. Les coordenades rectangulars so´n fa`cils d’usar; per contra l’u´s de coordenades
angulars no e´s intu¨ıtiu, requereix la realitzacio´ de conversio´ de graus a minuts de manera
cont´ınua i, el que e´s me´s important, no permet realitzar d’una forma fa`cil el ca`lcul de dista`ncies
entre dos punts. E´s per aixo`, que s’utilitzen les coordenades rectangulars. Nosaltres ens fixarem
en dues: UTM (Universal Transverse Mercator) i UPS (Universal Polar Stereographic).
Avui en dia, el tipus de coordenades me´s utilitzat per l’usuari final e´s el sistema de coorde-
nades UTM. Aquestes coordenades cobreixen quasi tota la terra (des de la latitud 80◦ sud fins
la latitud 84◦ nord). Les regions per sobre la latitud 84◦ nord i per sota la latitud 80◦ sud so´n
cobertes pel sistema UPS.
La terra es divideix en 60 fusos UTM de 6◦ de longitud cadascu´ i 164◦ de latitud (des de la
latitud 80S fins la 84N). Cada fus esta` centrat sobre una l´ınia de longitud a la qual anomenarem
meridia` central. Aix´ı doncs, aquest meridia` central sera` l’origen d’aquest fus UTM i ens mourem
3◦ cap a l’est i 3◦ cap a l’oest.
El sistema de numeracio´ dels fusos UTM comenc¸a amb el nu´mero 1, que coincideix amb
la longitud 180◦ (la l´ınia internacional de canvi de dia), i s’este´n cap a l’est fins al fus 60. El
meridia` de Greenwich separa el fus 30 del 31. Barcelona esta` al fus UTM 31.
Cada fus UTM es divideix a me´s, de sud a nord, en 20 zones de 8◦ de latitud cadascuna,
que s’anomenen amb lletres de la C fins la X excloent les lletres I i O (per la seva semblanc¸a
amb els nu´meros 1 i 0). La zona 20, o zona X, te´ una latitud de 12◦. L’equador separa la zona
M de la N. Barcelona esta` a la zona T.
Per tant, cada quadr´ıcula UTM es defineix amb el nu´mero del fus i la lletra de la zona. I,
per tant, tenim que Barcelona es troba a la quadr´ıcula 31T.
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Figura 6.1: Fusos i Zones UTM
6.1 Projeccio´ de Mercator transversa
La projeccio´ de Mercator transversa es construeix com la projeccio´ de Mercator normal, pero`
en comptes de fer-la tangent a l’Equador, es fa tangent a un meridia`. En el nostre cas sera`
tangent al meridia` central de cada fus UTM.
La projeccio´ UTM te´ l’avantatge que cap punt esta` massa allunyat del meridia` central de
la seva zona, per tant les distorsions so´n petites.
6.2 Coordenades UTM
Hem dividit la terra en quadr´ıcules determinades per un nu´mero i una lletra.
La circumfere`ncia equatorial de la terra fa 40.075,017 km. I la meridional 40.007,86 km.
Aixo` vol dir que cada quadrat de la nostra quadr´ıcula fara` 667.917m de longitud per 889.064m
de latitud, a excepcio´ de les zones X que faran 1.333.596m de latitud. Si volem situar un punt
de la terra necessitarem me´s dades que el fus i la zona.
Introdu¨ım dues noves coordenades per donar amb exactitud un punt en concret: Easting
i Northing. L’Easting ens do´na la dista`ncia horitzontal i el Northing la vertical. La dista`ncia
horitzonal sempre sera` inferior a 1.000.000 metres, per tant l’Easting sera` un nu´mero de 6 d´ıgits
com a ma`xim, mentre que la dista`ncia vertical sempre sera` inferior a 10.000.000 metres, aix´ı
doncs el Northing sera` un nu´mero de 7 d´ıgits com a ma`xim.
Per conveni, es considera l’origen d’una zona UTM al punt on es talla el meridia` central de
la zona i l’equador. De tal manera que:
• Si estem a l’hemisferi nord, l’origen prendra` el valor de 500.000 metre est i 0 metres nord.
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• Si estem a l’hemisferi sud, l’origen prendra` el valor de 500.000 metres est i 10.000.000
metres nord.
Aquesta tria es fa per evitar valors negatius, que poden donar lloc a confusions.
Sabrem sempre a quin hemisferi estem i, per tant, quin origen agafar per la lletra de la zona
UTM. Si precedeix a la N a l’abecedari estarem a l’hemisferi sud, en cas contrari estarem a
l’hemisferi nord.
Aix´ı doncs, prenent com a exemple la font del pati de cie`ncies de la Universitat de Barcelona,
tenim que les seves coordenades so´n: 31T4302014582270. Aixo` vol dir que estem al fus 31 i a
la zona T, per tant, a l’hemisferi nord. L’Easting e´s 430201, aix´ı doncs estem 69799 metres a
l’oest del meridia` central. I el Northing e´s 4582270, que com hem vist que estem a l’hemisferi
nord, aixo` vol dir que estem 4582270 metres per sobre l’equador.
Figura 6.2: Coordenades UTM de la font del pati de cie`ncies de la Universitat de Barcelona, a
baix a la dreta, segons l’Institut Cartogra`fic de Catalunya
6.3 El model WGS84 i la projeccio´ transversa secant
Modelitzar la Terra per una esfera e´s u´til per tal de fer els ca`culs matema`tics de les diferents
projeccions d’aquesta. L’esfera e´s una aproximacio´ propera de l’aute`ntica forma de la Terra i
satisfacto`ria per a molts propo`sits, pero` els geode`sics interessats en el mesurament de llargues
dista`ncies en continents i oceans necessiten una forma me´s exacta. Des del 1984 s’utilitza
com a model de la terra l’el·lipsoide de refere`ncia WGS84 (World Geodetic System 84, que
significa Sistema Geode`tic Mundial de l’any 1984), amb semieix major 6378137m i semieix
menor 6356752,3142m. S’estima un error de ca`lcul menor a 2cm, per la qual cosa e´s utilitzat
en el Sistema de Posicionament Global (GPS). Donarem me´s detalls te`cnics a la seccio´ 6.4.
Per ser me´s exactes no es fa la projeccio´ transversa de Mercator tangent a l’el·lipsoide, sino´
que es fa secant a dos meridians situats aproximadament a 180km del meridia` central. Fent
aixo` s’aconsegueix repartir millor la distorsio´ a tot el fus.
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Figura 6.3: Projeccio´ Transversa de Mercator secant a dos meridians
6.4 Pas de coordenades geogra`fiques a UTM
Per acabar escrivim les equacions que permeten passar de les coordenades geogra`fiques de la Ter-
ra (modelitzada pel WGS84) a les coordenades UTM, les anomenades equacions de Cotticchia-
Surace.
Primer de tot necessitem determinar les propietats de l’el·lipsoide de refere`ncia, el WGS84.
Tenim les propietats segu¨ents:
• Semieix major: a = 6378137
• Semieix menor: b = 6356752, 3142
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• Aplatament: f = a− b
a
= 0.003352811
Les equacions de Cotticchia-Surace ens donen les coordenades UTM dins d’un fus. Per












i la dista`ncia angular:
∆ϕ = ϕ− ϕ0.
Ara anem a calcular tots els para`metres necessaris per a les equacions de Cotticchia-Surace:


















1 + d′2 cos2 θ

























B = 0.9996c(θ − αJ2 + βJ4 − γJ6).







Y = ην (1 + δ) +B
Hem de tenir en compte que a l’hemisferi sud haurem de sumar 10 000 000 a Y.
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